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多重周期序列联合二次复杂度的计算

董丽华，胡予濮，曾勇

（西安电子科技大学 计算机网络与信息安全教育部重点实验室，陕西 西安 710071）

摘 要：以 Rizomiliotis 所提出的计算单序列的二次复杂度算法为基础，结合线性方程组的解的判定方法，给出

了一个求解任意有限域上多重周期序列联合二次复杂度的算法。算法的复杂性分析表明算法复杂度至多为序列长

度的三次函数。
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Computing on the joint quadratic complexity of multiple periodic sequences

DONG Li-hua, HU Yu-pu, ZENG Yong
(Key Laboratory of Computer Networks and Information Security,

Ministry of Education School of Computer Science & Technology, Xidian University, Xi’an 710071, China)

Abstract: An algorithm for determining the joint quadratic complexity of the prescribed multiple periodic sequences over

any finite field was presented by using the algorithm for computing the quadratic complexity of the prescribed single

sequence proposed by Rizomiliotis and the methods for determining the solutions of the linear equations. The total

processing time requirement is cubics function of the sequence length at most.
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1 引言

二次复杂度是评估流密码的密钥流伪随机性的

一个基本度量指标。自文献[1]中引入二次复杂度的

概念之后，国外密码学界对其进行了大量的相关研

究[2～6]。但是由于其处理的困难性，直到 2005 年

Rizomiliotis[7]才给出了一个计算二次复杂度的有效

算法，然而该算法主要是针对单序列的。出于有效

性考虑，向量化流密码在现实生活中尤其是需要实

时数据传输的应用中的重要性已日益凸显。而目前

有关多序列复杂度测度的研究结果主要集中于联合

线性复杂度[8～17]。对于联合二次复杂度，可以注意到

这样一个事实：对于如下的 7 周期 3 重序列，利用

已有算法可以计算得到其联合线性复杂度为 7，各分

量序列的二次复杂度分别为 1、2 和 3，而在第 6 节

中将会看到此多重序列的联合二次复杂度只为 4。
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我们既不能由多重序列的各分量序列的二
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次复杂度也不能由其联合线性复杂度来确切地

确定其联合二次复杂度，由此看到联合二次复杂

度的研究与联合线性复杂度的研究具有同样的重

要性，为此在本文中以 Rizomiliotis 算法为基础，

利用线性方程组的解的判定方法对多重周期序

列的联合二次复杂度进行了研究，设计了一个求

解任意有限域上多重周期序列联合二次复杂度

的算法，并给出了一个算法的应用实例。

章节安排如下：在第 2 节中对用于生成预定的

多重序列的最小长度二次反馈移位寄存器(FSR)的

综合问题进行了描述。在第 3 节中给出了算法的理

论基础。第 4 节描述了计算联合二次复杂度的算法。

第 5 节对算法的复杂度做了简要分析。第 6 节给出

了一个算法的应用实例。第 7 节是结束语。

2 问题描述

本节给出了文中要用到的定义与记号及问题

描述，所考虑的序列为任意有限域上的周期序列。

设 t 和 N 是 2 个正整数。所谓的 t 维 N 周期多

重序列 s 定义如下：

s=
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,1 ,2 ,
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其中，不失一般性地假设多重周期序列 s 的各分量

序列 sj(1≤j≤t)，具有公共地周期 N（不一定为最

小周期），同时 sj,i 为第 j 个分量序列 sj 的第 i 个元

素，1≤i≤N，1≤j≤t。
生成给定的多重周期序列 s 的二次 FSR 的综合

问题可以描述如下：

以 f(x)=a0+a1x1+a2x2+a1,2x1x2+… +amxm+a1,mx1xm

+…+am-1,mxm-1xm，a0=1，作为反馈函数的 m 状态二

次 FSR 生成给定的 t 维 N 周期多重序列 s 的充要

条件为

f(sj,i,sj,i+1,…,sj,i+m-1)=sj,i+m, 1≤i≤N-m，1≤j≤t (1)

定义 生成给定的 t 维 N 周期多重序列 s 的最

短二次 FSR 的长度称为多重序列 s 的联合二次复杂

度，记为 q(t)(N)。

由式(1)显然给定的 t 维 N 周期多重序列 s 的联

合二次复杂度的计算等价于搜索使得式(2)成立的

最小 m 值。

M(t)(N,m)F(m)=E(t)(N,m) (2)

其中，F(m)为由待求解的二次 FSR 的反馈函数

f(x)的系数所构成的 [1+m(m+1)/2]×1 矩阵，即

F(m)=(a0 a1 a2 a1,2…am am−1,m… a1,m)T，同时由式

(1)知对应的线性方程组(2)的系数矩阵 M(t)(N, m)

为如下的 [t(N−m)]×[1+m(m+1)/2] 矩阵，而 [1+

m(m+1)/2]×1 矩阵 E(t)(N,m)=(s1,m+1 s2,m+1 … st,m+1

s1,m+2 s2,m+2 … st,m+2 … s1,N s2,N … st,N )T。

1　 　 　 　 s1,1　 　 　 　 　 s1,2　 　 　 　 　 　 s1,1s1,2　…　 　 s1,m　 　 　 s1,m−1s1,m　 　 …　 　 s1,1s1,m　
1　 　 　 　 s2,1　 　 　 　 s2,2　 　 　 　 　 　 s2,1s2,2　…　 　 s2,m　 　 　 s2,m−1s2,m　 　 …　 　 s2,1s2,m　
…………………………..　
1　 　 　 　 st,1　 　 　 　 st,2　 　 　 　 　 　 st,1st,2　 　 　 …　 　 st,m　 　 　 　 st,m-1st,m　 　 …　 　 st,1st,m　

1　 　 　 　 s1,2　 　 　 　 s1,3　 　 　 　 　 　 　 　 s1,2s1,3　 　 …　s1,m+1　 　 　 s1,ms1,m+1　 　 　 …　 　 s1,2s1,m+1　
1　 　 　 　 s2,2　 　 　 　 s2,3　 　 　 　 　 s2,2s2,3　 　 　 …　s2,m+1　 　 　 s2,ms2,m+1　 　 　 …　 　 s2,2s2,m+1　

　 　 　 　 　 …………………………..　
1　 　 　 　 st,2　 　 　 　 st,3　 　 　 　 　 　 st,2st,3　 　 　 　 　 …st,m+1　 　 　 st,mst,m+1　 　 　 　 …　 　 st,2st,m+1　

　
………………………..　

1　 　 s1,N−m　 　 s1,N−m+1　 　 s1,N−m　s1,N−m+1…s1,N−1　 　 s1,N−2s1,N−1…s1,N−ms1,N−1　
1　 　 s2,N−m　 　 s2,N−m+1　 　 s2,N−m　s2,N−m+1…s2,N−1　 　 s2,N−2s2,N−1…s2,N−ms2,N−1　
…………………………..　
1　 　 st,　N−m　 　 st,N−m+1　 　 st,　N−m　st,N−m+1　…st,N−1　 　 st,N−2st,N−1…st,N−mst,N−1　

显然，此时线性方程组(2)有解的充要条件为

rank(M(t)(N,m))=rank(M(t)(N,m)|E(t)(N,m)) (3)

因而 t 维 N 周期多重序列 s 的联合二次复杂度

的计算等价于搜索使得式(3)成立的最小 m 值。

定理 1 设 m(j)(N)为第 j 个 N 周期分量序列 sj

的二次复杂度，则给定的 h 个序列 sk(k=1,2,…,h)的联

合二次复杂度 q(h)(N)一定不小于任意 h−1 个分量序列

的联合二次复杂度 q(h−1)(N)，也不会小于这 h 个分量
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序列的二次复杂度的最大值，即

q(h)(N)≥q(h−1)(N)且 q(h)(N)≥max{m(k)(N)|1≤k≤h}

证明 首先，给定的 h 个序列 sk(k=1,2,…,h)的联

合二次复杂度 q(h)(N) 是能够同时生成这 h 个分量序

列的二次 FSR 的最小长度，因而此二次 FSR 必然也

可以同时生成任意的 h−1 个分量序列。

其次，这 h−1 个分量序列的联合二次复杂度是

所有能够同时生成这 h−1个分量序列的二次FSR的

最短长度。因而，给定的 h 个序列 sk(k=1,2,…,h)，

的联合二次复杂度 q(h)(N)一定不小于任意 h−1 个分

量序列的联合二次复杂度 q(h-1)(N)。

类似可证明 q(h)(N)≥max{m(k)(N)|1≤k≤h}。□

结论 1[7] 设 q(h)(n)=q(h)(n−1)+δ，δ>0，则对任

意的 i∈[0,δ]，等式 q(h)(n+i)=q(h)(n)成立。

注 1 下面第 4 节中将要给出的算法的思想主要

基于定理 1 及结论 1，即首先计算第一个分量序列 s1

的二次复杂度 m(1)(N)=q(1)(N)，随后根据定理 1 可知最

初 2 个分量序列的联合二次复杂度 q(2)(N)的最小可能

值为 q(1)(N)。因而可以由 q(1)(N)开始搜索满足式(3)的

最小值。在获得了最初的 k 个分量序列的联合二次复

杂度 q(k)(N)之后，可以由 q(k)(N)开始计算最初的 k+1

个分量序列的联合二次复杂度 q(k+1)(N)。在算法的执行

过程中可以利用结论 1 来进一步缩减算法的复杂度。□

注 2 然而，这里仍然有一个需要注意的问题，

即如何确保最终获得的二次 FSR 能同时生成这所有

的 h 个序列，在第 3 节中给出问题的答案。 □

结论 2 由定理 1，可以将矩阵 M(t)(N,q(t)(N))

排列如下：

M(t)(N,q(t)(N))

=(B0(N,q(t)(N))|B1(N,q(t)(N))|…|B ( ) ( )tq N
(N,q(t)(N)))

其中，B0(N,q(t)(N))为 ( )

1

( ( ))
t

j

j
N q N

＝

－∑ 维的全 1 列向

量。对于 q(k)(N)<i≤q(k+1)(N)，且 i=q(k)(N)+j, 1≤k<t,
s1,i　 　 　 　 　 　 　 s1,i-1s1,i　 　 　 …　 　 s1,1s1,i　

　 　 　 　 　 　 　 　 s1,i+1　 　 　 　 　 　 s1,is1,i+1　 　 　 …　 　 s1,2s1,i+1　
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ………………　 　 　

11,1 qiNX －－＋ 11 1,12,1 qiNqiN XX ＋－＋＋－＋ … 11 1,1,1 qiNqN Xs ＋－＋－ 　
………………　

Bi(N,q(t)(N))=　 　 　 　 　 　 　 　 ………………　
　 　 　 　 　 　 　 　 st,i　 　 　 　 　 　 　 　 　 st,i-1st,i　 　 　 …　 　 st,1st,i　
　 　 　 　 　 　 　 　 st,i+1　 　 　 　 　 　 　 　 st,ist,i+1　 　 …　 　 　 　 st,2st,i+1　
　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ………………　 　

tqiNts －－＋ 1, tt qiNtqiNt ss －－＋－－＋ 1,2, … tt qiNtqNt ss －－＋－ 1,, 　

其中，以 qj 记 q(j)(N)，1≤j≤t，Xh,i 由所需满足的

相关关系式进行任意确定。对应的矩阵E(t)(N,q(t)(N))

可以重新排列如下：

( 1,1 ＋tqs 2,1 ＋tqs …
1,,1 tqNX ＋ 1,2 ＋tqs 2,2 ＋tqs …

2,,2 tqNX ＋ … 1, ＋tqts 2, ＋tqts … st,N)T □

注 3 由定理 1 知，q(j)(N)≥m(j)(N)，1≤j≤t，
因而

∑
＝

－
t

j

j NqN
1

)( ))(( ≤1+m(m+1)/2

注 4 在下文中，以 s(h,n) 记第 h 个分量序列 sh

的最初 n 个元素；以 q(h)(n)记 s(h,n)与最初的 h−1 个 N
周期分量序列的联合二次复杂度，相应的系数矩阵

记为M(h)(n,q(h)(n))；矩阵M(h)(n,q(h)(n))的第 j 行（或

第 j 列）记为 Rj(n,q(h)(n)) (或 Cj(n, q(h)(n)))。整数 j
称为行（或列）的下标。设

j=p(b,k)=b(b−1)/2+k (4)

其中，1≤k≤b≤q(h)(n)，则列 Cj(n, q(h)(n))是分块 Bb(n,

q(h)(n))的第 k 列。式(4)的逆运算如下：

))(　　)(( 1
2

1
1 jpjp －－ =(b k) (5)

其中，

1
1

1 1
( ) 8 7

2 2
p j j－   ＝ － ＋    

1 1 1
2 1 1

1
( ) ( )( ( )) 1

2
p j j p j p j－ － －＝ － －

3 数学基础

本节将利用线性代数中线性方程组的解的判

定方法回答注 2 中提出的问题。

引理 1[1] 设Mx=b是具有解向量 a的线性方程

组。若对此方程组添加一个不以 a 为解向量的方程

cTx=d，即 cTa≠d，则扩展方程组没有解的充要条件

为

rank rank( )T

M
M

c
  ［ ］

＝    
    

定理 2 设有一个m长的二次 FSR能同时生成

最初的 h−1 个分量序列，但是不能同时生成第 h 个

分量序列 sh的前 m+1 个元素 s(h,m+1)，则没有 m 长的

二次 FSR 能同时生成最初的 h−1 个分量序列以及

s(h,m+1)，即 q(h)(m+1)≠m 的充要条件为
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rank(M(h)(m+1,m))=rank(M(h−1)(N,m)),2≤h≤t

证明 由该 m 长的二次 FSR 能同时生成最初

的 h−1 个分量序列，知道线性方程组 M(h−1)(N,

m)F(m) =E(h−1)(N,m)有一个解，不妨设为 a。同时由

该二次 FSR 不能生成 s(h,m+1)，可知 a 不是方程

f(sh,1,sh,2,…,sh,m)=sh,1+m 的解。

由 引 理 1 可 知 线 性 方 程 组 M(h)(m+1,m)x=
E(h)(m+1,m)没有解，即没有 m 长的二次 FSR 能同时

生成最初的 h−1 个分量序列以及 s(h,m+1)的充要条件为

rank(M(h)(m+1,m))=rank(M(h−1)(N,m)) □

推论 1 设有一个 m 长的二次 FSR 能同时生成

最初的 h−1个分量序列以及 s(h,n)，但是不能生成 sh,n+1，

则没有 m 长的二次 FSR 能同时生成最初的 h−1 个分

量序列以及 s(h,n+1)，即 q(h)(n+1)≠m 的充要条件为

rank(M(h)(n+1,m))=rank(M(h) (n,m))

定理 3 若 rank(M(h)(n,m))≠rank(M(h)(n,m)|E(h)

(n,m))，则没有长度 d 小于 m 的二次 FSR 能同时生

成最初的 h−1 个分量序列以及 s(h,n)，即 q(h)(n)≥m，

其中 q(h−1)(N)≤n≤N。
证 明 由 rank(M(h)(n,m))≠rank(M(h)(n,m)|E(h)

(n,m))，知列 E(h)(n,m)与矩阵M(h)(n,m)的各列线性独

立 。 若 选 用 的 二 次 FSR 的 长 度 d<m ， 则
1

( )

1

( ( ))
h

j

j
N q N n m

－

＝

－ ＋ －∑ 维 的 向 量 E(h)(n,m) 仅 是

1
( )

1

( ( ))
h

j

j
N q N n d

－

＝

－ ＋ －∑ 维向量 E(h)(n,d)的一个子

集。因而由线性代数的理论知，E(h)(n,d)与矩阵

M(h)(n,d)中的各列线性独立，即

rank(M(h)(n,d))≠rank(M(h)(n,d)|E(h)(n,d))

所以线性方程组M(h)(n,d)x=E(h)(n,d)在 d<m 的

条件下均无解，即结论成立。 □

定理 4 若 q(h)(n)>q(h−1)(N)，则 q(h)(n)是使得

rank(M(h)(n,q(h)(n)))≠rank(M(h−1)(N,q(h)(n)))成立的最

小整数，其中 q(h−1)(N)+1≤n≤N。
证明

1) 首先，若 q(h)(n)>q(h−1)(N)，则由定理 2、推

论 1 和定理 3，可以得到：

rank(M(h)(n,q(h−1)(N)))≠rank(M(h)(n,q(h−1)(N))|E(h)

(n,q(h−1)(N)))

且

rank(M(h−1)(N,q(h−1)(N)))=rank(M(h)(n,q(h−1)(N)))

其中 q(h−1)(N)+1≤n≤N。

即矩阵 M(h)(n,q(h−1)(N))中行(sh,u sh,u+1 sh,ush,u+1 …

sh,n−1 sh,n−1sh,n−2 … sh,n−1sh,u)与前面各行线性相关；但

矩阵 M(h)(n, q(h−1)(N)|E(h)(n,q(h−1)(N)) 中行 (sh,u sh,u+1

sh,ush,u+1 … sh,n−1 sh,n−1sh,n−2 … sh,n−1sh,u sh,n)与前面各

行是线性独立的，因而 sh,n 与列 E(h)(n,q(h−1)(N))中前

面的元素是线性独立的，其中 u=n−q(h−1)(N)。

2) 然而，q(h)(n) 是使得式 rank(M(h)(n,q(h)(n))) =

rank(M(h)(n,q(h)(n)|E(h)(n,q(h)(n)))成立的最小整数，因

而 q(h)(n)是使得如下条件 A）或条件 B）成立的最小

整数

A) 或者 sh,n 与列 E(h)(n,q(h)(n))中前面的元素线

性相关；

B) 或 者 (sh,u sh,u+1 sh,ush,u+1 … sh,n−1 sh,n−1

sh,n−2 … sh,n−1sh,u) ， 其 中 u=n-q(h)(N) ， 与 矩 阵

M(h)(n,q(h)(n))中前面的行线性独立。

由于条件 A）与条件 1）的结果相矛盾，因而

条件 B）成立，即 q(h)(n)是使得 rank(M(h)(n,q(h)(n)))≠

rank(M(h−1)(N,q(h)(n)))成立的最小整数。 □

推论 2 若 q(h)(n)>q(h)(n−1)，则 q(h)(n)是使得

rank(M(h)(n, q(h)(n)))≠rank(M(h)(n−1,q(h)(n)))成立的最

小整数。

由于 t 维 N 周期多重序列 s 的联合二次复杂度

的计算等价于搜索使得式(3)成立的最小 m 值，因而

由定理 4 以及推论 2 知道在矩阵M(t)(N,m)中：

或者所有的行都是线性独立的，即此时不

存在 ( )

1

( ( ))
t

j

j
N q N

＝

－∑ 维向量λ=(λ1…
∑ －－
＝

t

j

j NqN
1

)( 1))((
λ 1)

使得λCi(N,m)=0, 0≤i≤p(m,m)，成立；

或者存在某行和前面的行线性相关，一旦这样

的行存在，例如第 k 行与前面的行线性相关，则此

时必然有

rank(M(h)(n,m))= rank(M(h)(n,m)|E(h)(n,m))

即存在有 k 维向量λ=(λ1…λk−1 1)使得λCi(n,m)=0，

0≤i≤p(m,m)+1，且

1
( )

1

( ( ))
h

j

j
N q N n m

－

＝

－ ＋ －∑ =k (6)

因而算法设计的主要任务就是研究相关向量

的存在性以及验证式(6)的有效性。

4 算法

本节给出一个用于求解多序列联合二次复杂
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度的递归算法。递归过程首先由矩阵M(t)(N,m)的第

一行最左端的元素开始一直到最右端，再到第二

行，依此类推。

初始时假设Λ(1) =[1]，I(1)=0。

1) 假设已经计算得到了 h−1 个 N 周期分量序列

sj(j=1,2,…,h−1)的联合二次复杂度，要计算 h 个 N 周

期分量序列 sj(j=1,2,…,h)的联合二次复杂度，由定理 1

只需在矩阵M(h−1)(N,q(h−1)(N))中先添加一个新行(1 sh,1

sh,2 sh,1sh,2 …
)(, )1( Nqh hs － …

)(,1, )1( Nqhh hss － )，记新得

到的矩阵为M(h)(q(h-1)(N)+1,q(h-1)(N))，则此新矩阵中

共有 w=
1

( )

1

( ( )) 1
h

j

j
N q N

－

＝

－ ＋∑ 行。

根据定理 2，h−1 个分量序列 sj，j=1,2,…,h−1，

与
)1)(,( )1( ＋－ Nqh h

s 的联合二次复杂度 q(h)(q(h−1)(N)+1)

等于 q(h−1)(N)的充要条件为如下的条件①或②成

立。

① rank(M(h)(q(h−1)(N)+1,q(h−1)(N)))

≠rank(M(h−1)(N,q(h−1)(N))) (7)

② 若

rank(M(h)(q(h−1)(N)+1,q(h−1)(N)))

=rank(M(h−1)(N,q(h−1)(N))) (8)

则

rank(M(h)(q(h−1)(N)+1,q(h−1)(N)))

=rank(M(h)(q(h−1)(N)+1,q(h−1)(N))|

E(h)(q(h−1)(N)+1,q(h−1)(N))) (9)

矩阵M(h)(q(h−1)(N)+1,q(h−1)(N))的结构表明：

若矩阵 M(h)(q(h−1)(N)+1,q(h−1)(N))的最后一行与

前面的行线性独立，则式(7)成立。即不存在 w 维的

向 量 λ=(λ1 … λw−1 1) 使 得 等 式 λCi(q(h−1) (N)+1,

q(h−1)(N))=0 成立，其中 0≤i≤p(q(h−1)(q(h−1) (N)+1),

q(h−1)(q(h−1)(N)+1))。也即存在

j<p(q(h−1)(q(h−1)(N)+1),q(h−1)(q(h−1)(N)+1))

使得

dw,j=λCj(q(h−1)(N)+1,q(h−1)(N))=1

且λCi(q(h−1)(N)+1, q(h−1)(N))=0，0≤i<j。
若存在一个 u(0≤u<w)，使得 I(u)=j，则由引理

3在w行可以确定一个相关向量λ，使得λCi(q(h−1)(N)+1,

q(h−1)(N))=0, 0≤i≤j。
否则若不存在一个 u(0≤u<w)，使得 I(u)=j，即

在第 j列不存在一行与前面的行线性相关(可以使用

引理 2 的方法进行确定)，则定义第 w 行最终的相

关向量为λ，并将其存储在矩阵Λ的第 w 行。同时将

j 存储在矩阵 I的第 w 个位置。随后添加一个新行，

并以向量(0 λ)来考察最左端的一列。

否则若存在 w 维的向量λ=(λ1…λw−1 1)使得等式

λCi(q(h−1) (N)+1,q(h−1)(N))=0 成 立 ， 其 中 0≤I ≤

p(q(h−1)(q(h−1) (N)+1), q(h−1)(q(h−1)(N)+1)) 。则令 I(w)

=−1。同时式(9)等价于

λE(h)(q(h−1)(N)+1,q(h−1)(N))

=λC
)1,1)(( )1( ＋－ Nqp h (q(h−1)(N)+1,q(h−1)(N))=0 (10)

若 式 (10) 不 成 立 ， 取 q(h)(q(h−1)(N)+2) 为

q(h−1)(N)+1 ，即添 加一个 新的 分块 B
1)()1( ＋－ Nq h

(q(h−1)(N)+2, q(h−1) (N)+1)。同时新矩阵 M(h)(q(h−1)

(N)+2,q(h−1)(N))的最后一行为 (1 sh,1 sh,2 sh,1sh,2 …

( 1), ( ) 1hh q N
s － ＋

… ( 1),1 , ( ) 1hh h q N
s s － ＋

)。在新矩阵中共有

w=
1

1

(
h

j
N

－

＝

－∑ ( ) ( )) 1jq N ＋ 行。由于式 (10)不成立，

1)(, )1( ＋－ Nqh hs 与列中的前面元素线性独立，即

I(w)=q(h−1)(N)+1，同时式(7)成立。随后添加一个新

行，并以向量(0 Λ(w))验证最左边一列。

若 (10) 成立，则对矩阵 M(h)(q(h−1)(N)+1, q(h)

(q(h−1)(N))添加一个新行，同时取 q(h)(q(h−1)(N)+2)为

q(h)(q(h−1)(N)+1)。

2) 假设已经处理了 h−1 个 N 周期分量序列

sj(j=1,2,…,h−1)以及第 h 个分量序列 sh 的最初 n 个

元素，其解为 q(h)(n)。

h−1 个 N 周期分量序列 sj，j=1,2,…,h−1，与第

h 个分量序列 sh的最初 n+1 个元素的联合二次复杂

度的计算过程与 1)的分析类似，但是当式(10)不成

立时，存在着一些差异。

即当添加一个新的分块时，取 q(h)(n+1)为

q(h)(n+1)+1，此时新的矩阵中，共有 w= n+1−q(h)(n+1)+

∑
－

＝

－
1

1

)( ))((
h

j

j NqN 行，且新矩阵的最后一行为

(1
)1(1, )( ＋－＋ nqnh hs

)1(2, )( ＋－＋ nqnh hs

)1(1, )( ＋－＋ nqnh hs
)1(2, )( ＋－＋ nqnh hs …

sh,n sh,n-1sh,n … nhnqnh ss h ,)1(1, )( ＋－＋
)。

接下来由推论 2，只需要判断矩阵 M(h)(n+1,

q(h)(n+1))的秩是否等于矩阵M(h)(n,q(h)(n+1))的秩。

若 I(w)≠−1，则式(7)成立，添加一个新行。由

于式(10)不成立，sh,n+1与列中前面的元素线性独立，
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即 I(w+1)=p(q(h)(n+1),1)，同时式(7)成立。随后另外

添加一个新行(即 q(h)(n+1)=q(h)(n+2)=q(h)(n)+1，该结

果也可以通过定理 2 而获得)，以向量(0 Λ(w+1))考

察最左边的一列。

否则在新添加的分块中由第 j=p(q(h)(n+1),1)列

开始以向量Λ(w)进行验证。

若对于 j<p(q(h)(n+1),q(h)(n+1)) 有 dw,j=λCj(n+1,

q(h)(n+1))=1，则式(7)成立。同时令 I(w)= j，Λ(w)=λ。
否则，令 I(w)=−1，同时添加一个新的分块，

并取 q(h)(n+1)为 q(h)(n+1)+1。

引理 2 若存在不同的 I(1)=j(1),I(2)=j(2),… ,

I(k)=j(k) 以及Λ(1), Λ(2),…, Λ(k)，则 j(k)长的第 k 个

行向量Λ(k)与前面的 k−1 个向量不线性相关。同时

最初的 k 行是线性独立的。

证明 由Λ(1), Λ(2),… , Λ(k)的定义以及假设

j(1), j(2),…, j(k)彼此不相同，知道 di,j(i) =1, 1≤i≤k,

处于矩阵 D=[di,j]（称为差值矩阵）的不同行以及不

同列。因而由最初的 k 行以及列 j(1), j(2),…, j(k)所

形成的子矩阵是非退化的。由于 D的每一行由矩阵

M(h)(N,m)的最初 k行的线性组合构成，矩阵M(h)(N,m)

中的相应的子矩阵必定也是非退化的。因而矩阵

M(h)(N,m)中的最初 k 行是线性独立的。 □

由Λ(w)与Λ(u)的定义，可以得到如下结果。

引理 3 给定Λ(w)且令 dw,j=1，同时在第 u 行存

在一个最终的多项式Λ(u)，则Λ(u)满足条件 du,j=1，

即 I(u)=j，则Λ(w)=(Λ(u) 0w-u)+ Λ(w) 满足条件dw,k=0,

0≤k≤j，1≤u<w。
在下面的算法中，函数 pos(j,I)返回矩阵 I中下

标 j 的位置。若 j 不属于矩阵 I，则 pos(j,I)=−1。

算法 (联合二次复杂度 q(t)(N))：

Input:

n:=1; q(1)(1):=0; jump:=0; Λ(1):=[1]; I(1):=0;

h:=1;

Output: q(t)(N).

1: while h<t+1;

if h>1, then n:=q(h−1)(N)+1;

2: while n<N−q(h−1)(N)+1; \\添加一个新行

ifn=q(h−1)(N)+1,then q(h)(n):=q(h−1)(N); goto 3;

else

q(h)(n):=q(h)(n−1);

while jump>0;

I(n−q(h)(n)):=p(qini+jump,1);

jump:=jump−1;

n:=n+1;

if n>N−q(h−1)(N)

q(h)(N):=q(h)(n−1);

h:=h+1;

goto 1;

q(h)(n):=q(h)(n−1);

end while;

3: λ:=(0 Λ(n−1−q(h)(n));

for (j=1;j<p(q(h)(n),q(h)(n))+1; j++)

Temp1:=λCj(n,q(h)(n));

If Temp1=1, then

if j∈I, then

r:=pos(j,I);
λ:= (Λ(r) 0

rnqn h －－ )()( )+λ;

else

I(n−q(h)(n)):=j;
Λ(n−q(h)(n)):=λ;
n:=n+1;

goto 2;

else
Temp2:=λC

)1,1)(( )( ＋nqp h (n,q(h)(n));

if Temp2=0, then

I(n−q(h)(n)) :=−1;

Λ(n−q(h)(n)) :=λ;
n:=n+1;

goto 2;

else \\ 添加一个新的分块;

if n:=q(h−1)(N)+1, then

jump:=1; n:=n+1;

q(h)(n):=q(h)(n−1)+1;

I(n−q(h)(n)):=p(q(h)(n),1);

goto 2;

else

qini:=q(h)(n);

4: q(h)(n) :=q(h)(n)+1;

If I(n−q(h)(n))≠−1, then goto 5;

else

for (j=p(q(h)(n),1); j<p(q(h)(n),q(h)(n)); j++)

if Λ(n−q(h)(n))Cj(n,q(h)(n))=1,

then I(n−q(h)(n)) :=j; goto 5;

if Λ(n−q(h)(n)) ( ) ( )( ( ), ( ))h hp q n q n
C (n,q(h)(n))=0,

then goto 4;
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else

I(n−q(h)(n)):=p(q(h)(n), q(h)(n)); goto 5;

5: jump:=q(h)(n)−qini;

n:=n+1;

goto 2;

end while

h:=h+1;

end while

5 算法复杂度分析

前面所给算法的主要任务就是要研究相关向

量的存在性以及验证式(6)的有效性。算法复杂度的

增加主要由 2 部分构成，一个是添加了新的一行，

另外是添加了一个新的分块，例如若已经处理了

h−1 个分量序列，对于第 h 个分量序列，我们需要

处理的元素总数为 N−q(h−1)(N)，而每新处理一个元

素，或者添加一个新行，或者添加一个新的分块，

添加一个新行，即 q(h)(n)=q(h)(n−1)时，需要以

矩阵Λ中所储存的对应元素λ乘以新得到的矩阵各

列，以验证相关性，所需运算量最多为此时矩阵中

的元素个数

( ) ( )
( )

1

( )( ( ) 1)
( ( )) 1

2

h ht
h

h

q n q nN q n
＝

  ＋
－ ＋  

  
∑

添加一个新的分块，即 q(h)(n)=q(h)(n−1)+1 时，

至多需要以矩阵Λ中所存储的对应元素λ乘以新得

到的矩阵的最后一个分块中的各列，以验证相关

性，所需运算量最多为此时矩阵最后一个分块中的

元素个数

( ) ( )

1

( ( )) ( )
t

h h

h
N q n q n

＝

－∑

因而 t维N周期序列 sj(j=1,2,…,t)的联合二次复

杂度的计算至多需要

( 1)

( ) ( )
( )

1 ( )

( )( ( ) 1)
( ( )) 1

2h

h ht N
h

h n q N

q n q nN q n
－＝ ＝

  ＋
－ ＋  

  
∑ ∑

个加法/乘法，其中 q(0)(N)=0，q(1)(1)=0。

由于算法的计算复杂度是 q(h)(n)的三次函数，

而 q(h)(n)通常是序列长度的线性量级，因而估计算

法的计算复杂度至多为序列长度的三次函数。特别

地，注意到

( ) ( )
( ) ( )( ( ) 1)

( ( )) 1
2

h h
h q n q nN q n

  ＋
－ ＋  

  
(11)

在 q(h)(n)相对于 N 较小时，例如 N=2l，而 q(h)(n)

位于 l 附近时，式(11)为 N 的线性函数；在 q(h)(n)比

较接近 N 时，式(11)趋于 0。进而，得到如下结论。

当所给的 h 个分量序列的二次复杂度相对于N 都

较小时，算法的复杂度最多为序列长度N 的线性函数；

而当所给的 h 个分量序列的二次复杂度都接近

于 N 时，算法复杂度为所求第一个分量序列的二次

复杂度的计算复杂度，因而至多为序列长度 N 的线

性函数。

算法中需要存储 t 个分量序列，矩阵 I以及矩

阵Λ。

6 算法举例

设 s(1,7)=(0111001), s(2,7)=(0100000), s(3,7)=(10101

01)，则矩阵 E(3)(7,4)=[0,0,1,X8,0,0,0,1,0,1]T，其中 X8

可以根据具体的关系式加以确定，而矩阵M(3)(7,4)

构造如下：

(3)

1　　　0　　　　1　0　　　1　1　0　　　　1　　1　1　0　

1　　　1　　　　1　1　　　1　1　1　　　　0　　0　0　0　

1　　　1　　　　1　1　　　0　0　0　　　　0　　0　0　0　

1　　　1　　　　0　0　　　0　0　0　　　　1　　0　0　1　

1　　　0　　　　1　0　　　0　0　0　　　　0　　0　0　0
(7,4))=　

1　　　1　　　　0　0　　　0　0　0　　　　
M

0　　0　0　0　

1　　　0　　　　0　0　　　0　0　0　　　　0　　0　0　0　

1　　　1　　　　0　0　　　1　0　1　　　　0　　0　0　0　

1　　　0　　　　1　0　　　0　0　0　　　　1　　0　1　0　

1　　　1　　　　0　0　　　1　0　1　　　　0　　0　0　0

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
      

具体求解过程如表 1 所示。

表 1 算法在每一步的输出

h n q(3)(n) λ jump I

1 1 0 [1] 0 [0]

1 2 1 [1] 1 [0 -1]

1 3 1 [1 1] 0 [0 1]

1 4 1 [0 1 1] 0 [0 1 -1]

1 5 3 [1 1] 2 [0 1]

1 6 3 [0 1 1] 1 [0 1 4]

1 7 3 [0 0 1 1] 0 [0 1 4 2]

2 4 3 [1 1 1 0 1] 0 [0 1 4 2 6]

2 5 4 [1 1 1 0 1] 1 [0 1 4 2 6]

2 6 4 [0 0 0 1 0 1] 0 [0 1 4 2 6 7]

2 7 4 [0 0 1 1 1 0 1] 0 [0 1 4 2 6 7 3]

3 5 4 [1 0 0 0 1 1 0 1] 0 [0 1 4 2 6 7 3 5]

3 6 4 [0 0 0 1 1 1 0 0 1] 0 [0 1 4 2 6 7 3 5 9]

3 7 4 [0 0 0 0 0 0 0 1 0 1] 0 [0 1 4 2 6 7 3 5 9 −1]
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7 结束语

本文给出了一个用于求解任意有限域上多重周

期序列联合二次复杂度的算法。接下来将进一步研

究多重周期序列的其它联合复杂度的求解。
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